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Aussagenlogik

Lesen Sie die beiden Paradoxa. Ein Paradoxon beinhaltet Aussagen oder
Phanomene, die der ublichen Meinung zuwiderlaufen, Widerspriiche aufzei-
gen und so zum Nachdenken anregen. Wenn Sie solche Paradoxa diskutie-
ren, Uberlegen Sie Folgendes:

- Finden Sie in der Beweiskette logische Schwachstellen.

— Zeigen Sie, dass die Schlussfolgerung, die wahr erscheint, unwahr ist.

a) Liugen die Bewohner der Insel Kreta?

Von einem Einwohner Kretas wird folgende Behauptung uberliefert: Gegen-
uber einem Fremden soll er einmal gesagt haben: ,Alle Kreter Iliigen!“ Der
Fremde stutzte daraufhin mehrere Male und wusste nicht so recht, ob er die-

sem Kreter glauben konne. Kann er es oder nicht?

Notizen:

b) Streit vor Gericht

Ein junger Mann schlieBt mit einem berlihmten Rechtsgelehrten, bei dem er
Unterricht nehmen will, folgenden Vertrag: Er, der junge Mann, zahlt dem
Rechtsgelehrten im Voraus das halbe Honorar; die zweite Halfte aber erst
dann, wenn er nach Absolvierung des Unterrichts einen Prozess gewinnt.
Sollte er aber wider Erwarten seinen ersten Prozess verlieren, dann braucht
er dem Rechtsgelehrten die zweite Halfte nicht mehr zu bezahlen. Der Rechts-

Ill

gelehrte geht auf diesen ,Kuhhandel” ein, verklagt aber den jungen Mann
einige Zeit spater auf die Zahlung der zweiten Honorarhalfte, nachdem die-
ser zwar den Unterricht abgeschlossen hat, aber nicht bereit ist, irgendeinen
Prozess zu fiihren. Vor dem Gericht entspinnt sich dann zwischen den beiden
folgende Diskussion: Der junge Mann: ,Ich brauche die zweite Halfte des Ho-
norars auf keinen Fall zu bezahlen! Denn das ist ja mein erster Prozess! Ver-
liere ich ihn, bin ich ja gemal unserer Abmachung von der Zahlung befreit.
Gewinne ich ihn aber, so brauche ich auch nicht zu zahlen. Der Richter spricht
mich ja gegen deine Zahlungsforderung frei!“ Darauf der Rechtsgelehrte: ,,Du
musst in jedem Fall zahlen! Verlierst du namlich, so musst du laut Richter-
spruch - der Klage entsprechend - zahlen. Gewinnst du aber, so musst du

zahlen gemal unserer Honorar-Vereinbarung!“ Wer von beiden hat recht?*

Notizen:




Ein Ziel der Philosophie ist es, die Wirklichkeit, ihre Strukturen und Gesetzma-
Bigkeiten zu erkennen und zu erklaren. Dazu gehort ganz wesentlich die Fahig-
keit, richtig und logisch zu denken. Ausgehend von Begriffen und Aussagen,
beschaftigt sich ein Teilgebiet der Philosophie, namlich die Logik, mit allge-
mein-gultigen Denkgesetzen. Die Aussagenlogik beschaftigt sich primar damit,

ob Aussagen formal wahr oder falsch sind.

Begriffe und Aussagen

Ein Begriff ist die sprachliche Fassung einer Vorstellung. Das Wesen eines Be-
griffs versucht man durch eine Definition zu erfassen. Dabei wird das Definien-
dum (das zu Bestimmende, das Festzulegende) durch das Definiens (das Be-
stimmende, das Festlegende) festgelegt. Die Begriffe werden zu Aussagen oder

Urteilen verknupft:

> Der Mensch ist ein Vogel ohne Fliigel.

Mensch (Definiendum) = Vogel ohne Flugel (Definiens)

> Der Schimmel ist ein weiles Pferd.

Schimmel (Definiendum) = weilRes Pferd (Definiens)

Schliisse, Argumente

Ein Schluss besteht aus einer Anordnung von Aussagen oder Urteilen, wobei
aus den Voraussetzungen (Pramissen) eine Folgerung (Konklusion) abgeleitet

wird.

> Pramisse 1: Sokrates ist ein Mensch.

> Pramisse 2: Jeder Mensch ist sterblich.

> Konklusion: Also ist Sokrates sterblich.

Schlussfolgern heiflt also, aus der angenommenen Wahrheit von Pramissen auf

die Wahrheit eines anderen Satzes zu schlielen. Schliisse konnen gliltig oder

ungliltig sein. Der folgende Schluss (Modus ponens) ist giiltig:
> Pramisse 1: Wenn es regnet, ist die Stral3e nass.
> Pramisse 2: Es regnet.

> Konklusion: Die StraRe ist nass.

Auch der folgende Schluss (Modus tollens) ist giiltig:
> Pramisse 1: Wenn es regnet, ist die StralRe nass.
> Pramisse 2: Die Strale ist nicht nass.

> Konklusion: Folglich regnet es nicht.

Junktoren

Die Aussagenlogik beschaftigt sich mit der Zusammensetzung komplexer Satze
mithilfe von Junktoren (Verknupfungszeichen). Aussagen werden in Form von
Kleinbuchstaben (p, q, 1, s, t ...) dargestellt. Aussagen sind entweder wahr (= w)
oder falsch (= f). Junktoren sind logische Verkniipfungen zwischen den Aussa-

gen. Es werden vier Junktoren unterschieden:

Aussagenlogik
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1. Negation: Zeichen -

> Alltagssprachliche Ausdriicke: nicht, kein, nie, auf keinen Fall, unter keinen
Umstanden

> Formaler Ausdruck: - p (nicht p)

> Beispiel: Hermann ist kein Lehrer.

> Wahrheitswert: Die Negation einer Aussage hat den gegenteiligen Wahr-
heitswert. Sie verwandelt ihren Wahrheitswert in sein Gegenteil.

2. Konjunktion: Zeichen a

> Alltagssprachliche Ausdriicke: und, sowohl ... als auch, sowie, auch, auBRer-
dem

> Formaler Ausdruck: p A q (p und q)

> Beispiel: Doris fahrt Ski und sie trinkt Tee.

> Wabhrheitswert: Die Konjunktion zweier Aussagen ist nur dann wahr, wenn
beide Aussagen wahr sind; sonst ist die Aussage falsch.

3. Disjunktion (einschlieBendes Oder): Zeichen v

> Alltagssprachliche Ausdriicke: oder, vielleicht auch

> Formaler Ausdruck p v q (p oder q)

> Beispiel: Renate fahrt nach Spanien oder sie fahrt nach Frankreich (d. h., sie
kann nach Spanien oder Frankreich fahren; sie kann aber auch nach Spa-
nien und Frankreich fahren).

> Wahrheitswert: Die Disjunktion zweier Aussagen ist nur falsch, wenn beide
Aussagen falsch sind; sonst ist die Aussage wahr.

4. Subjunktion: Zeichen —

> Das Vorderglied ist der erste Teil der Aussage (wenn ...). Das Hinterglied ist
der zweite Teil der Aussage (dann ...).

> Formaler Ausdruck: p = q (wenn p, dann q)

> Beispiel: Wenn das Wasser 100 °C hat, dann kocht es.

> Wahrheitswert: Die Subjunktion zweier Aussagen ist nur falsch, wenn das
Vorderglied der Aussage wahr und das Hinterglied falsch ist; sonst ist die
Aussage wabhr.

Beispiele

Gegeben: p ist wahr, qist falsch.

Gesucht ist der Wahrheitswert von folgender Aussage:

= ((p—q)—p)

Schritt 1 w f w
Schritt 2 f w
Schritt 3 f Gesamtaussage ist falsch (Negation).




Gegeben: p ist wahr, q ist wahr, rist falsch, s ist falsch.

Gesucht ist der Wahrheitswert von folgender Aussage:

(pAqg)v—(r—s)

Schritt 1 wow f f
Schritt 2 w f w
Schritt 3 W Gesamtaussage ist wahr.

Gegeben: pist falsch, q ist falsch.

Gesucht ist der Wahrheitswert von folgender Aussage:

= ((p—q)—p)

Schritt 1 f £ f
Schritt 2 w f
Schritt 3 w Gesamtaussage ist wahr.

Wahrheitstafeln

Mithilfe von Wahrheitstafeln lassen sich die Wahrheitswerte von komplexen
Aussagen festlegen. Dabei werden alle Wahrheitswerte fiir die vorkommenden
Aussagen eingesetzt. Wenn man alle moglichen Wahrheitskombinationen an-
schreibt und wenn man immer den Wahrheitswert wahr erhalt, so ist die Aus-
sage logisch wahr; es handelt sich um eine allgemeingliltige Aussage. Erhalt
man immer nur einen der beiden Wahrheitswerte wahr oder falsch, so ist die
Gesamtaussage logisch falsch. Erhalt man unterschiedliche Ergebnisse (wahre
und falsche), spricht man von einer kontingenten Aussage. Beispiele:

p pv -p Pq (p—q)a(q—p)
w ww f w w W W w
f fww w f f f w
logisch wahre Aussage fw w f f
ff w w o w
kontingente Aussage

Gliltigkeit von Schliissen

Wenn in keiner Zeile der Wahrheitstafel der Fall eintritt, dass alle Pramissen
wahr sind, die Konklusion jedoch falsch ist, so ist der Schluss giiltig; sonst ist
er ungliltig.

Aussagenlogik
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o] q P—q Konklusion: q p q pP—q9q q |Konklusion:p
w w w w w w w w w
w f w f w f f f w
f w w w f w w w = f
f w f f f w f f
gliltiger Schluss ungliltiger Schluss

Die Methode der Wahrheitstafeln
ist bei langeren Aussagen bzw.

Schliissen in ihrer Ausfiihrung
zu langwierig. Man verwendet

daher die Methode der Reductio

ad absurdum.

Reductio ad absurdum (umgekehrte Methode)

Wir gehen davon aus, dass die Gesamtaussage falsch ist, und bestimmen da-
von ausgehend die Wahrheitswerte ihrer Teilaussagen. Wir gehen schrittweise
von auflen nach innen, von den komplexeren zu einfacheren Teilaussagen vor.
Istin einer Zeile ein Widerspruch hinsichtlich der Wahrheitswerte enthalten, so
ist die betreffende Gesamtaussage logisch wahr. Erhalt man eine Zeile ohne

Widerspruch, so ist die Gesamtaussage nicht logisch wahr.

Beispiel
(P=q)=(p=(qvr)
Annahme f
Schritt 1 w f f
Schritt 2 wwf f wf fff
Unmogliche Subjunktion, daher ist die Aussage logisch wahr.

2  Pradikatenlogik

Die Pradikatenlogik enthalt alle aussagenlogischen Junktoren wie nicht, und,
oder, wenn - dann.

> Pradikatenvariablen bezeichnen im weitesten Sinn Eigenschaften wie ,gut,
brav, rot, grin, Tiger, Mensch®. Es werden GroBbuchstaben F, G, H, ... P, R
verwendet.

> Freie Individuenvariablen bezeichnen Einzeldinge wie ,Peter, Graz, die Blu-

me da“. Es werden Kleinbuchstaben a, b, c ... verwendet.

> Gebundene Individuenvariablen dienen als Platzhalter. Es werden x, vy, z
verwendet.

Die folgenden Beispiele konkretisieren die Punkte:

> Fa Peterist gut.
a = Peter, F = die Eigenschaft, gut zu sein

> Gab Peter ist groBer als Paul.
a = Peter, b = Paul, G = die Eigenschaft groBer



Quantoren
V Allquantor = alle 3 Existenzquantor = einige, mindestens ein
> Vx (Mx — Sx)

Fur alle x gilt: Wenn x ein M hat, dann ist x ein S.
Mx: x ist ein Mensch, Sx: x ist sterblich.

Beispiel: Alle Menschen sind sterblich.

=3dx (Mx A Vx)

Es ist nicht der Fall, dass fiir mindestens ein x gilt: x ist M + V.
Mx: x ist ein Mensch, Vx: x ist vollkommen.
Beispiel: Kein Mensch ist vollkommen.

-Vx (Mx — Gx)

Nicht fur alle x gilt: Wenn x ein M ist, dann ist x ein G.
Mx: x ist ein Mensch, Gx: x ist gesund.

Beispiel: Nicht alle Menschen sind gesund.

Aufgaben

1. Aussagenlogik und Pradikatenlogik wiederholen

a)

Formulieren Sie die Beispiele aussagenlogisch:

Fritz und Franz sind intelligent.

Beethoven komponierte neun Sinfonien, auch die Musik von ,Fidelio“

stammt von ihm.

Formulieren Sie die Beispiele pradikatenlogisch:

Susanne ist eifriger als Yvonne.

Es gibt einige Hunde, die bellen.

Manche Eisbaren sind zwei Meter lang.

2. Logik-Ratsel: Zwei von fiinf Kindern liigen

Johanna und Joel haben funf Kinder: Julia, Johannes, Joachim, John und Ja-

queline. Zwei der Kinder liigen immer, die anderen drei sagen immer die
Wabhrheit.

Aus folgender Unterhaltung kann man bereits schlussfolgern, wer die beiden

Ligner sind:

Notizem:

Julia: ,Johannes liigt nur dann, wenn John die Wahrheit sagt.”

Johannes: ,Wenn Joachim nicht liigt, dann ist entweder Julia oder John ein

Ligner.”
Joachim: ,Jaqueline liigt, und auch Julia oder Johannes liigen.”
John: ,Wenn Johannes die Wahrheit sagt, dann auch Julia oder Joachim.*

Jaqueline: ,Unter den Personen Julia, Joachim und John befindet sich min-

destens ein Liigner.”

Pradikatenlogik
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3. Logik-Ratsel: Briicke bei Nacht

Eine Familie kommt nachts an eine baufallige Briicke und hat nur eine Ta-
schenlampe mit schwacher Batterie. Die Familie hat noch 60 Minuten Zeit,
die Briicke zu Uiberqueren, bevor die Lampe ausgeht. Dabei gibt es folgende

Probleme:

a) Die Bricke ist baufallig, sodass maximal zwei Personen gleichzeitig die

Bruicke betreten konnen.

b) Zur Uberquerung bendtigt man wegen der Locher in der Briicke die Ta-

schenlampe.

c) Die Taschenlampe kann nicht geworfen werden, sie kann auch nicht vom

Ufer aus anderen Personen den Weg leuchten.
d) Die vier Personen (A, B, C, D) sind verschieden schnell und brauchen pro
Uberquerung 5 (A), 10 (B), 20 (C) und 25 (D) Minuten.

Wie kommt die ganze Familie rechtzeitig uber den Fluss?

Notizen:

4. Logik-Ratsel: Karten

Vor lhnen liegen vier Karten, die jeweils auf der Vorder- und Riickseite be-
schrieben sind. Sie sollen die folgende Regel auf ihre Richtigkeit priifen:
Wenn auf einer Seite ein Vokal steht, steht auf der anderen Seite eine gerade
Zahl. Welche Karten (siehe Rand) wiirden Sie umdrehen, um zu testen, ob

diese Aussage tatsachlich zutrifft?

Notizen:
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Syllogismus

Eine andere Form, die Gultigkeit von Argumenten zu liberprufen, ist die Metho-

de der Syllogistik (des richtigen Schlussfolgerns), die auf Aristoteles zuruick-

geht. Ein (sogenannter dreigliedriger) Syllogismus hat folgende Struktur: Aus

zwei Urteilen (Pramissen, Voraussetzungen) wird auf ein drittes Urteil (Konklu-

sion) geschlossen.

>

Pramisse 1 (oder Obersatz): Alle Menschen (= Mittelbegriff) sind sterblich
(= Pradikat).

Pramisse 2 (oder Untersatz): Alle Osterreicherinnen/Osterreicher (= Sub-
jekt) sind Menschen (= Mittelbegriff).

Konklusion (oder Schlusssatz): Also sind alle Osterreicherinnen/Osterrei-
cher (= Subjekt) sterblich (= Pradikat).

Typen von Aussagen

Eine Aussage (oder ein Urteil) in einem Syllogismus setzt immer zwei Begriffe in

eine Beziehung. Dabei werden vier Typen von Urteilen bezuglich der Beziehung

zwischen einem Subjekt (S) und einem Pradikat (P) unterschieden:

>

>

>

Allgemein bejahendes Urteil: Alle Hunde (S) sind treu (P).
Allgemein verneinendes Urteil: Kein Hund (S) ist treu (P).
Partikular bejahendes Urteil: Einige Hunde (S) sind treu (P).

Partikular verneinendes Urteil: Einige Hunde (S) sind nicht treu (P).

Syllogismus

Folgende Beziehung ist wichtig:
Das Pradikat (P) kommt auf der
rechten Seite der Konklusion und
im Obersatz vor, das Subjekt

(S) auf der linken Seite der
Konklusion und im Untersatz,
der Mittelbegriff (M) im Obersatz
und im Untersatz, nicht aber in
der Konklusion.

Das sogenannte logische Qua-
drat ist ein Diagramm, das die
Relation zwischen bestimmten
Aussagen und deren Verneinun-
gen darstellt.

. kontrar .
Alle Hunde sind treu. Alle Hunde sind treu.
#

o) Of){ \)oq o
c 98 & c
=} o Q' =}
g A ) o
£ & W £ )

Wenn alle Hunde treu 9 %, 9| Wenn kein Hund treu
[an] m

sind, sind auch einige  w w| ist, sind auch einige
ke O ] .

Hunde treu. S R L 5 Hunde nicht treu.
< N Q. <
2 O % S
o & & g
g & 2, £
< Y 2. <
V¥ o -V
. . . kontra . . . .
Einige Hunde sind treu. o=t Einige Hunde sind nicht treu.

Erklarungen

>

kontrar: Beide Urteile konnen zwar zugleich falsch sein, aber nicht zugleich

wahr.
subkontrar: Beide Urteile konnen zugleich wahr sein.
kontradiktorisch: Nicht beide Urteile konnen wahr bzw. falsch sein.

hinreichend: Das eine Urteil impliziert das andere, nicht aber umgekehrt.
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4  Losungshinweise

Voruberlegungen Seite 2

1. Liigen die Bewohner der Insel Kreta?

> Variante 1: Wenn man den Begriff ,ligen” im
alltagssprachlichen Gebrauch als ,manchmal
l[igen” interpretiert, so ergibt sich kein Wider-
spruch, egal, ob man die Aussage des Kreters

als wahr oder falsch bewertet.

> Variante 2: Wenn man den Begriff ,ligen” im
Sinne von ,immer ligen“ deutet, so ist die Aus-

sage falsch.

> Variante 3: Denken Sie selbst weitere Varianten
durch.

2. Streit vor Gericht

Das Beispiel mit den Vertragen kann man als Di-
lemma bezeichnen. Ein Dilemma (griech. zweiglied-
rige Annahme oder Zwickmiuhle) bezeichnet eine
Situation, die zwei Wahlmoglichkeiten bietet, wel-
che jedoch beide zu einem unerwiinschten Resul-
tat fuhren. Es wird durch seine Ausweglosigkeit als

paradox empfunden.

Aufgaben Seite 7 f.

1. Aussagenlogik und Pradikatenlogik wiederholen

a) pra,prq
b) Eab, Ix(Hx—Bx), Ix(ExaMx)

10

2. Logik-Ratsel: Zwei von fiinf Kindern liigen

Die Lugner sind Johannes und Jaqueline. Der ein-
fachste Losungsweg besteht darin, alle zehn Mog-

lichkeiten auszutesten.

3. Logik-Ratsel: Briicke bei Nacht

Entscheidend ist, dass die zwei langsamsten Per-
sonen (C und D) gemeinsam die Bruicke Uberqueren
und keiner der beiden noch einmal zurlickmuss, um

die Taschenlampe zurtickzubringen:
> hin: A und B (10 Minuten)

> zurlick: A (+5 Minuten)

> hin: Cund D (+25 Minuten)

> zurlick: B (+10 Minuten)

> hin: A und B (+10 Minuten)

4. Logik-Ratsel: Karten

Die meisten werden Karte E umdrehen: Wenn auf
ihrer Riickseite keine gerade Zahl steht, ist die Regel
falsch. Aber auch 7 ist moglich. Wenn namlich auf
der Riickseite von 7 ein Vokal steht, stimmt die Regel
ebenfalls nicht, denn dann musste auf der Vorder-
seite eine gerade Zahl anstelle der 7 stehen. Wenn
Sie die Karte 4 umgedreht haben, haben Sie sich ge-
tauscht; das hilft ebenso wenig wie K umzudrehen.
In beiden Fallen kann die Regel gliltig sein, unab-
hangig davon, was auf der Riickseite steht.



